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Получены точные решения релятивистских двухчастичных уравнений для s-состояний рассеяния в случае δ-потен-
циала и суперпозиции двух δ-потенциалов. На основании найденных волновых функций вычислены амплитуды рас-
сеяния и фазовые сдвиги. Произведен анализ полученных величин, в результате которого доказано условие унитарно-
сти для амплитуд рассеяния, найдены условия обращения амплитуд в нуль. Показано, что нерелятивистский предел 
всех полученных релятивистских выражений даёт результаты, которые совпадают с соответствующими выражениями, 
найденными при решении уравнения Шрёдингера. 
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Exact solutions of relativistic two-particle equations for scattering s-states are obtained in cases of the δ-function potential and 
superposition of two δ-function potentials. Scattering amplitudes and phase shifts are calculated on the basis of wave functions 
found. The analysis of values obtained was carried out. As a result, the unitarity condition and vanishing conditions of scatter-
ing amplitudes are proved. It is shown that the non-relativistic limit of relativistic expressions obtained yields results which co-
incide with corresponding expressions which were found in the process of solving the Schrödinger equation. 
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Уравнения квазипотенциального типа впер-
вые были получены в импульсном представле-
нии в интегральной форме [1], [2]. Позже эти 
уравнения были сформулированы в так называе-
мом релятивистском конфигурационном пред-
ставлении (РКП) [3] в виде разностных или инте-
гральных. Фактически РКП является релятивист-
ским обобщением обычного координатного 
представления квантовой механики. В течение 
долгого времени в РКП рассматривались только 
разностные уравнения. И лишь с установлением 
явного вида функций Грина (ФГ) оказалось воз-
можным рассмотрение интегральных уравнений 
в РКП [4], [5]. Основной проблемой, возникаю-
щей при решении разностных уравнений, явля-
ется наличие у получаемых решений произволь-
ного i-периодического множителя, определение 
явного вида которого из разностного уравнения 
невозможно. В то же время решения интеграль-
ных уравнений не имеют этого недостатка и оп-
ределяются однозначно. 
В настоящее время известно только очень 
небольшое число точных решений интегральных 
квазипотенциальных уравнений. В этой связи 
привлекательной возможностью получения точ-
ных решений является рассмотрение δ-потенциа-
лов и их суперпозиций в РКП. 
Так называемые потенциалы нулевого ра-
диуса привлекают большое внимание физиков и 
используются в самых разных задачах молеку-
лярной, атомной и ядерной физики [6]. С разви-
тием метода и введением в рассмотрение обоб-
щённых δ-потенциалов был найден большой 
класс точно решаемых задач квантовой механики.  
Квазипотенциальные уравнения в РКП с δ-
потенциалами долгое время не привлекали вни-
мания, поскольку решение разностных парци-
альных уравнений с δ-потенциалами представля-
ет очень сложную проблему. Но с нахождением 
явного вида ФГ интегральных квазипотенциаль-
ных уравнений в РКП стала ясна возможность 
изучения таких потенциалов. Ковариантные 
двухчастичные интегральные уравнения в РКП с 
δ-потенциалами рассматривались ранее [7], [8], 
но только в одномерном случае.  
В данной работе найдены решения трех-
мерных релятивистских двухчастичных инте-
гральных уравнений для сферически-симмет-
ричных волновых функций (ВФ) состояний рас-
сеяния в РКП в случае δ-потенциала, отличного 
от нуля на поверхности сферы и суперпозиции 
двух таких потенциалов. На основании получен-
ных решений вычислены парциальные амплиту-
ды рассеяния и фазовые сдвиги. 
ФИЗИКА
В.Н. Капшай, Ю.А. Гришечкин 
 
                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (23), 2015 8 
1 Точное решение двухчастичных уравне-
ний с δ-потенциалом 
Интегральные уравнения для ВФ ( ) ( , )j q rψ χ  
в РКП, описывающих s-состояния рассеяния сис-
темы двух скалярных частиц одинаковой массы 
m, имеют вид [4] 
( )
( ) ( )
0
( , ) sin( )
( , , ) ( ) ( , ) ,
j q q
j q j q
r mr
G r r V r r dr
∞
ψ χ = χ +
′ ′ ′ ′+ χ ψ χ∫     (1.1) 
где индекс j соответствует одному из четырёх 
вариантов релятивистских уравнений квазипо-
тенциального типа [1]–[3]: 
1j =  ( 3)j =  – уравнению Логунова – Тав-
хелидзе (модифицированному);  
2j =  ( 4)j =  – уравнению Кадышевского 
(модифицированному). 
В уравнениях (1.1) величина 0qχ ≥  – быст-
рота, связанная с энергией двухчастичной систе-
мы 2 qE  как ,2 2 chq qE m= χ  r  – модуль радиус-
вектора в РКП, ( )V r  – потенциал, ( ) ( , , )j qG r r′χ  – 
ФГ j-го уравнения: 
( )
( ) ( )
( , , )
( , ) ( , ),
j q
j q j q
G r r
G r - r G r + r
′χ =
′ ′= χ − χ  (1.2) 
где [4], [5] 
(1) (1)
sh[( 2 ) ]







π + χ−χ = π      (1.3) 
1
(2) (2)
(4  ch ) sh[( ) ]
( , ) ,




m i mriG r
mr mrK
−χ π + χχ = −π π  
(3) (3)
ch[( 2 ) ]







π + χ−χ = π  
(4) (4)
sh[( ) ]







π+ χ−χ = π  
В формулах (1.3) использованы обозначения 
(1) (2)  sh 2 ;q q qK K m= = χ  
(3) (4) 2  sh .q q qK K m= = χ  
В дальнейшем нам понадобятся асимптотики ФГ 
(1.2) при :r →∞  
( ) ( )
( )
( )
( , , )








− ′≅ χ χ  (1.4) 
Рассмотрим решения релятивистских урав-
нений для состояний рассеяния (1.1) в случае 
взаимодействия, моделируемого δ-потенциалом 
0( ) ( ),V r V r a= δ −        (1.5) 
где 0V  и 0a >  – вещественные константы. По-
тенциал (1.5) локализован на поверхности сферы 
конечного радиуса 0a >  (на «δ-сфере»). ВФ для 
потенциала (1.5) имеют следующий вид: 
( )
1
0 ( ) ( )
( , ) sin( )
( )sin( ) ( , , );
j q q
j q q j q
r mr
V A ma G r a−
ψ χ = χ +
+ χ χ χ      (1.6) 
0 ( )( )
( ) 1 ( , , ).q j qjA V G a aχ = − χ  
Учитывая (1.4), асимптотики ВФ (1.6) при 
r →∞  можно представить в виде 
( )
( )
( , ) sin( )




q f i ma
→∞ψ χ ≅ χ +














− χχ = χ   (1.7) 
где sh qq m= χ  – релятивистский импульс, 
( ) ( )j qf χ  – релятивистская амплитуда рассеяния, 
которая определена так же, как и в нерелятиви-
стской теории – в виде коэффициента при рассе-
янной волне в асимптотике ВФ, разделенного на 
импульс [9] (релятивистская рассеянная волна 
имеет вид exp( )qi mrχ  [3]).  
Выражения для амплитуд рассеяния, соот-
ветствующие четырём вариантам уравнений, 






2 sin ( )
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K V ma ma i ma
−− χχ = χ⎡ ⎤+ χ π − + χ⎢ ⎥π⎣ ⎦
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2 sin ( )
( ) .
sin(2 )cth(2 ) 2 sin ( )
q
q
q q q q
V q ma
f
K V ma ma i ma
−− χχ = ⎡ ⎤+ χ π −χ π+ χ⎣ ⎦
 
Зная амплитуду рассеяния ( ) ( ),j qf χ  можно 
получить информацию о рассеянии частиц. На-
пример, парциальное сечение рассеяния s-волны 
0( ) ( )j qσ χ  и парциальная S-матрица ( ) ( )j qS χ  со-
ответственно выражаются через амплитуду рас-
сеяния ( ) ( )j qf χ  соотношениями 
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0( ) ( )( ) 4 ( ) ;j q j qfσ χ = π χ  
( ) ( )( ) 1 2 ( ).j q j qS iq fχ = + χ               (1.9) 
Нетрудно видеть, что амплитуды рассеяния (1.8) 
удовлетворяют условию унитарности [3], кото-
рое имеет вид, аналогичный нерелятивистскому 
выражению [9]: 
2
( ) ( )Im ( ) ( ) .j q j qf q fχ = χ           (1.10) 
Из выражений (1.7) следует, что условие унитарно-
сти эквивалентно следующему свойству ФГ (1.2): 
( )
( )
Im ( , , )







= − χ χ     (1.11) 
Парциальные S-матрицы могут быть пред-
ставлены в следующем виде: 
( )*2 ( )0
( ) ( )
( )( )
( )4 sin ( )








χχχ = − = χχ (1.12) 
из которых унитарность S-матрицы очевидна. 
Унитарность S-матрицы учитывается в следую-
щем представлении ( )( ) ( )( ) exp 2 ( ) ,j q j qS iχ = φ χ  
на основе которого определяется фазовый сдвиг 
( ) ( ).j qφ χ  Фазовые сдвиги могут быть найдены по 
формулам 
 
( ) ( ) ( )
2
0 0 ( )
( ) 22( ) 2 ( )
0 ( ) 0
4 1 Re ( , , ) sin ( )
t g 2 ( ) .




q j q q q
V V G a a ma
K V G a a V ma K
⎡ ⎤− − χ χ⎣ ⎦φ χ = ⎡ ⎤− χ − χ⎢ ⎥⎣ ⎦
                (1.13) 
 
На рисунке 1.1 приведены результаты чис-
ленных расчётов сечений рассеяния и фазовых 
сдвигов, найденных для 1,m =  5,a =  0 2V =  (но-
мер кривой на всех рисунках равен индексу 
уравнения j). 
Из выражений (1.8) следует и на рисунке 1.1 
видно, что 0( ) ( ) 0j qσ χ →  при ,qχ →∞  что есте-
ственно. Видно также, что сечения рассеяния 
могут быть равны нулю при некоторых конеч-
ных значениях быстроты .qχ  В нерелятивист-
ской теории аналогичный эффект обращения в 
ноль парциального сечения рассеяния при ко-
нечных значениях импульса известен как эффект 
Рамзауэра – Таунсенда [9]. Амплитуда рассеяния 
в случае δ-потенциала равна нулю, если выпол-
няется одинаковое для всех уравнений условие 
,qm a nχ = π   1, 2, 3, ...n = . 
Из этого условия следует, что число нулей каж-
дой амплитуды рассеяния бесконечно, и они от-
стоят друг от друга на одинаковом расстоянии, 
обратно пропорциональном произведению ра-
диуса «δ-сферы» и массы частицы. 
2 Решение в случае суперпозиции двух δ-по-
тенциалов 
Найдём решения уравнений для состояний 
рассеяния (1.1) и выражения для амплитуд рассея-
ния в случае суперпозиции двух δ-потенциалов: 
1 1 2 2( ) ( ) ( ),V r V r a V r a= δ − + δ −   (2.1) 
где 1,2 ,V  1,2a  – вещественные постоянные и 
2 1 0.a a> >  Подставляя (2.1) в уравнения (1.1), 
получим ВФ в следующем общем виде: 
( )
2
( ) ( )
1
( , ) sin( )
( , , ) ( , ).
j q q
s j q s j q s
s
r mr
V G r a a
=
ψ χ = χ +
+ χ ψ χ∑   (2.2) 
Содержащиеся в (2.2) величины ( ) 1,2( , )j q aχψ  
могут быть найдены. Для их определения нужно 
взять выражения (2.2) в точках 1r a=  и 2r a= . В 
результате будет получена система двух линей-
ных алгебраических уравнений для ( ) 1( , ),j q aχψ  
( ) 2( , ).j q aχψ  Решая эту систему и подставляя ре-




Рисунок 1.1 – Сечения рассеяния (a) и соответствующие им фазовые сдвиги (b) 
для δ-потенциала как функции быстроты 
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( )
2
( ) ( )
1( )
( , ) sin( )
1 ( , , ) ( ),
( )
j q q
s j q s s j q
sj q
r mr
V G r a
=
ψ χ = χ +
+ χ Δ χΔ χ ∑  (2.3) 
где введены обозначения 
2
( ) ( )
1
2
1 2 ( ) 1 2
( ) 1 ( , , )
( , , );
j q s j q s s
s
j q
V G a a
VV G a a
=
⎡ ⎤Δ χ = − χ −⎣ ⎦
− χ
∏  
1( ) 1 2 ( ) 2 2
2 2 ( ) 1 2
( ) sin( ) 1 ( , , )
sin( ) ( , , );
j q q j q
q j q
ma V G a a
V ma G a a
⎡ ⎤Δ χ = χ − χ +⎣ ⎦
+ χ χ  
2( ) 2 1 ( ) 1 1
1 1 ( ) 1 2
( ) sin( ) 1 ( , , )
sin( ) ( , , ).
j q q j q
q j q
ma V G a a
V ma G a a
⎡ ⎤Δ χ = χ − χ +⎣ ⎦
+ χ χ  
Учитывая асимптотическое поведение ВФ 
(2.3) при ,r →∞  получим следующие формулы 
для амплитуд рассеяния: 
















−χ = ×Δ χ
× Δ χ χ∑
      (2.4) 
Выражения (2.3), (2.4) для конкретных j  
имеют довольно громоздкий вид. Например, в 
случае модифицированного уравнения Логунова-
Тавхелидзе ( 3)j =  амплитуда рассеяния имеет 
форму 




















⎡ ⎤× + π χ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
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2 2 1 1(3)sin ( ) 1 th( )sin(2 ) ;q q
q
VV ma ma ma
K
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χ χ ×






sin( ( ))th ;
2q









⎡ ⎤+ π χ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
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K
m a a m a a
π −⎡− χ − −⎢⎣










χ= ∓  
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⎡ ⎤χ+ + π χ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 
( )1 2 1 22(3)
2 1
2 1
4 sin( )sin( )
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m a a m a a
+ χ χ ×






th sin( ( )) .
2 q
m a a- m a aπ + ⎤χ + ⎥⎦  
Амплитуды (2.4) удовлетворяют условию уни-
тарности (1.10), которое,  как и в случае одного 
δ-потенциала, эквивалентно свойству ФГ (1.11). 
Для суперпозиции δ-потенциалов S-матри-
цы ( ) ( )j qS χ  и фазовые сдвиги ( ) ( )j qφ χ  также 





( ) 1 1 1( )
( )
2 2 2( ) ( )
( )
( )
( ) 1 4 sin( ) ( )




j q q j q
j
q j q q j q
j q
j q
S i V ma
V ma K
⎡χ = − χ Δ χ +⎣
⎤+ χ Δ χ Δ χ =⎦
Δ χ= Δ χ
(2.5) 
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
2 2
( ) ( )
tan 2 ( )
2Re ( ) Im ( )
,
Re ( ) Im ( )
j q
j q j q
j q j q
φ χ =
− Δ χ Δ χ=
Δ χ − Δ χ
  (2.6) 
где 
2
( ) ( )
1
2
1 2 ( ) 2 1
Re ( ) 1 Re ( , , )
Re ( , , ) ;
j q s j q s s
s
j q
V G a a
VV G a a
=
⎡ ⎤Δ χ = − χ −⎣ ⎦




( ) 1 1
( )




1 ( ) 1 1
1 2 1 2
( )
( ) 2 1
Im ( ) 2 sin ( )
1 Re ( , , )
2 sin ( )
1 Re ( , , )
4 sin( )sin( )











V G a a K
V ma
V G a a K
V V ma ma
G a a K
Δ χ = χ ×
⎡ ⎤× − χ +⎣ ⎦
+ χ ×
⎡ ⎤× − χ +⎣ ⎦
+ χ χ ×
× χ
 
Выражения (2.3)–(2.6) для конкретных j име-
ют довольно громоздкий вид, поэтому мы не при-
водим их. Результаты численных расчётов сече-
ний рассеяния и фазовых сдвигов для 
1, 2, 3, 4j =  при 1,m =  1 3,a =  2 4,a =  1 1,V =  
2 1V = −  проиллюстрированы на рисунке 2.1. 
Условия обращения в нуль сечений рассея-
ния для суперпозиции двух δ-потенциалов име-
ют вид 
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Рисунок 2.1 – Сечения рассеяния (a, b) и соответствующие им фазовые сдвиги (c,d) для суперпозиции 
двух δ-потенциалов как функции быстроты 
 
2 2
2 2 1 1
1 2 2 1 ( ) 2 1
2
1 ( ) 2 2
2
2 ( ) 1 1
sin ( ) sin ( )
2sin( )sin( ) ( , , )
sin ( ) ( , , )
sin ( ) ( , , ) 0.
q q
q q j q
q j q
q j q
V ma V ma
VV ma ma G a a
ma G a a
ma G a a
χ + χ +
⎡+ χ χ χ −⎣
− χ χ −
⎤− χ χ =⎦
(2.7) 
Например, для 3j =  условие (2.7) принимает 
форму 
2 2






2 sin( )sin( )
( )







m a a m a a
+ χ χ ×
π −⎡× χ − −⎢⎣
 
( )2 1 2 1
1 2 1
( )
th sin ( )
2
th( )sin( )cos( )
q
q q
m a a m a a
ma ma ma
π +− χ + +
+ π χ χ +
 
2 1 2th( )sin( )cos( ) 0q qma ma ma ⎤+ π χ χ =⎥⎦ . 
При qχ →∞  выражения (2.7) обращаются в 
равенство 
2 2
2 2 1 1sin ( ) sin ( ) 0,q qV ma V maχ + χ =     (2.8) 
из которого следует: 
1) при 1 2 0VV <  число нулей амплитуд рас-
сеяния ( ) ( )j qf χ  бесконечно; 
2) при 1 2 0VV >  уравнение (2.8) имеет бес-
конечное число решений только, если отношение 
2 1a a  – рациональное число; в противном случае 
амплитуда рассеяния имеет конечное число нулей. 
3 Нерелятивистский предел 
Определим теперь нерелятивистский предел 
полученных результатов. В этом пределе полу-
ченные для потенциала «δ-сфера» ВФ (1.6), ам-
плитуды рассеяния (1.8) имеют одинаковый для 
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= χ  – нерелятивистский импульс, 
(0) ( , , )G q r r′  – нерелятивистская ФГ [9]. Нереля-
тивистский предел найденных для суперпозиции 
двух «δ-сфер» ВФ (2.3) и амплитуд рассеяния 
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В.Н. Капшай, Ю.А. Гришечкин 
 






1 2 2 1 2 1
( ) 1 1 exp( )sin( )
exp( )sin( )sin( ).
s s s
s
q q V iqa qa
V V q iqa qa qa qa
=
Δ = + +
+ −
∏  (3.5) 
Формулы (3.1)–(3.5) совпадают с выражениями, 
полученными при решении уравнения Шрёдин-
гера с соответствующими потенциалами. 
 
Заключение 
Таким образом, в данной работе найдены 
точные решения релятивистских двухчастичных 
интегральных уравнений в релятивистском кон-
фигурационном представлении, описывающих 
s-состоянии рассеяния в случае δ-потенциала, 
локализованного на сфере конечного радиуса – 
«δ-сфере» и суперпозиции двух δ-потенциалов. 
На основании полученных решений вычислены 
парциальные амплитуды рассеяния, сечения рас-
сеяния, S-матрицы и фазовые сдвиги. Численно и 
аналитически исследованы некоторые свойства 
полученных результатов, а именно: доказано 
условие двухчастичной унитарности для ампли-
туд рассеяния; установлено, что это условие для 
найденных амплитуд рассеяния является следст-
вием тождества, которому удовлетворяют мни-
мые части релятивистских функций Грина; най-
дены условия обращения амплитуд рассеяния в 
ноль при конечных значениях быстроты. Нере-
лятивистский предел полученных результатов 
совпадает с соответствующими выражениями, 
полученными на основании решений уравнения 
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